Вестник ДГТУ, 2010. Т.10. №6(49) 








ФИЗИКО-МАТЕМАТИЧЕСКИЕ НАУКИ 


УДК 517.982.274+517.983.22 
А.В. БРАТИЩЕВ 


ОПЕРАТОРЫ ОБОБЩЕННОГО ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЯ 
ГЕЛЬФОНДА — ЛЕОНТЬЕВА И ПОЛИНОМЫ БРЕНКЕ 


Обнаружена естественная связь операторов обобщенного дифференцирования (ООД) Гельфонда -— 
Леонтьева и последовательностей полиномов Бренке. Получен критерий расширения оператора, коммути- 
рующего с ООД, до непрерывного на всем пространстве Н(С). Описан класс областей, для которых харак- 
теристическая функция оператора комплексной свертки всегда имеет нулевой тип. Доказана гиперциклич- 
ность и хаотичность обобщенной комплексной свертки. 

Ключевые слова: обобщенная производная Гельфонда — Леонтьева; полиномы Бренке; производная 
Данкла; коммутация; обобщенная комплексная свертка; гиперциклические и хаотические операторы. 


Введение. В работе Бренке [1] дано обобщение понятия полиномов Аппеля (1880 г.), позже на- 
званное полиномами Бренке. Затем А. Гельфонд и А. Леонтьев [2] ввели понятие обобщенного 
дифференцирования, названное производной Гельфонда - Леонтьева. Мы пытаемся установить 
естественную связь между этими обобщениями (теоремы 2, 3). 

В терминах полиномов Бренке установлен критерий расширения коммутирущего с ООД 
линейного оператора до непрерывного в пространстве Н(С’) аналитических в односвязной об- 


ласти С функций (теорема 4). Ю.М. Царьков [3] и ряд других авторов [4] получили представле- 
ние оператора, коммутирующего с оператором классического дифференцирования, в виде диф- 
ференциального оператора бесконечного порядка. В настоящей статье выделены все те области, 
для которых возможно такое представление (теорема 6). Мы доказали [5] гиперцикличность и 
хаотичность операторов, коммутирующих с оператором дифференцирования Данкла. Этот ре- 
зультат устанавливается для более широкого класса операторов обобщенного дифференцирова- 
ния (теорема 7). 

Представление операторов обобщенного дифференцирования. Пусть С - односвязная 


область, и последовательность ограниченных расширяющихся областей {ТС исчерпывает 
С. Н(С) - пространство аналитических в С функций с топологией равномерной сходимости на 


компактах. Под оператором обобщенного дифференцирования Гельфонда — Леонтьева понимаем 
линейный непрерывный в Н(С) оператор, действующий на последовательности степеней по 
правилу 

Би" ве РП 0. 
со 1 у 
При этом функция е(2):= а. е, = ИИ е, =1, называется обобщенной экспонен- 
п=0 0. 


п-1 


той, а функция 4(2):= и" — порождающей функцией ООД. Мы получили [6] такую характе- 
п=0 
ризацию и представление ООД. 


ТЕОРЕМА 1. Определенное на последовательности степеней {2”} отображение 
р:Р2'=4,2"”', пеМ, О1:=0, расширяется до линейного непрерывного в Н(С) тогда и 


только тогда, когда ряд 4(2):= 42" сходится в окрестности начала координат, и функцио- 
п 
п=0 
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- 2 1 
нальный элемент 4 ) |1 |>-, [2-2 <=, аналитически продолжается в каждую односвязную 
ГА 5 
область С, хСу„, пе М. Имеет место такое интегральное представление: 
1 1 2 
Пе) = [у@®-а| = 4 
21 с р 1 


ПРИМЕР. Оператор обобщенного дифференцирования 
У(2) - У(0) О О В-а : в, 
2 2 








[Л .вУ(2):= У’ (2) +а 
на Н(С) (где С -центрально-симметричная область относительно начала координат) обобщает 
оператор Данкла, у которого © =В [напр.., 7]. 


Связь полиномов Бренке и операторов обобщенного дифференцирования. Пусть даны 
два формальных степенных ряда: 
а 


а(2) =} "2 (2) = Уч," 


п=0 п! 


Их произведение аб) ( ги = У` Рр,(2)м порождает последовательность полиномов Бренке 





(ППБ) р, (2) = ть ет. и, 2*, П=0, 1, ... [1]. 


В частном случае, когда \у(2) =е* , получается последовательность полиномов Аппеля: 


х Я р 
2 и, ИЕО, 1, ..., 
Р»(2) = НИХ 


Ч 
связанных равенствами Зе Р! (2)=р,:(2), пЕМ. 
-Х 


Оказывается, между классом полиномов Бренке и классом ООД Гельфонда -— Леонтьева 
существует тесная связь. 
ТЕОРЕМА 2. Последовательность полиномов Бренке {р,(2)} (где Уп> 0 лу, *0) порож- 


дает ООД О на пространстве многочленов 5рап{2"} по следующему правилу: 


А 27 
у, 


02” := В1=0, причем 


Бр, (2) = р, (@), [Бр 0) ==, пеМ; е@) = ч@). 
@—1! У 


Обратно, ООД 2, Уп>0 4,=0, на 5рап{=2"} и формальный ряд а(») =У-ьи порож- 
п: 


п=0 


дают ППБ {р,(2)} с порождающей функцией а(иде(ти) = У р, (2) , причем 
п=0 


пЕМ 





рр.) = р, (@), ФР. 


Доказательство. По условию 


[Бр,‚1(=) = ре. 


п-1 


\и,0=" = < Я А Як = (2), 
2 а а 1 Ю! Р„-(2) 








тот" 
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е=)= 5. м я 7-8. 


п=0 м 
1 





Обратно, положим \у(2):=е(2) = У. 


о 40...41 
По этой функции и а(м^)= пи постррим  порождающую — функцию 
п=0 п. 
а(и)е(2\›) = Ур, (2)и’. 
п=0 
В соответствии с определением р, (2) = ——___2^, п=0, 1,... Остается подей- 
#=0 а г Чу.. 4 


ствовать на это равенство оператором РО. 
ПРИМЕР. Введенная выше обобщенная производная Данкла Аз в2” =(и+а+ 
+(—1)”"В)2"", пеМ, 21:=0, порождает  последовательность полиномов Бренке вида 
1 р. 
р,(2)= 
ь > К)! (1+а+В)..(К+ 9+ (10° 1) 
Обозначим С, множество линейных операторов на пространстве многочленов, которые 


коммутируют с ООД Ш. 
ТЕОРЕМА 3. Между классом линейных операторов С, и множеством всех последователь- 


ностей полиномов Бренке с порождающими функциями вида 


а(и)е(2\) = у (2)м", Уп>Те, *0, е =1 





‚ ПЕД, 1, ... 


(где е(2) - обобщенная экспонента ООД ДР) существует изоморфизм, задаваемый правилом: 
Це,2”) = р,(2), п>0. 
При этом (формально) /(е(^2)) = а(Л,)е(^2). 


Доказательство. Положим р,(0)=е, :[[.2" (0) = Е 

Так как Р”* р, (2) =[(Р"\е,2") =0,то 4ее р, <п. 

Найдем коэффициенты этого многочлена р,(2):= »`х,2'. [2^р,(2)К0) = х, а, 1..4, . 
К=0 


С другой стороны, 
[2\ р,(=)(0) =[0*е,2"1(0) = е,а 





поп * Бар" "(05 ет: МР: “(0 = == я т 


Приравнивая правые части, получаем о 














а 1 р 
ай — — многочлен Бренке. 
от и р. (2) = Е Па" р 


Обратно, каждая ППБ с порождающей функцией а(и)е(2у’) 8»: Рр,(2)м”’ определяет ли- 
п=0 


нейный оператор по правилу /(е,2”) = р,(2). Операторы Г и Р коммутируют, так как 
[(Ре,2") = Ще,4,2"") = Ще, 12") = р,-(2), 
Ре, 2") =Ор,(2) = р, (2), п>0. 
Последнее равенство следует из предыдущей теоремы. 
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Критерий непрерывности операторов обобщенного дифференцирования. Сопоставим 


[*] 
целой функции экспоненциального типа /(^.) = ХА” [8] с помощью обобщенной экспоненты 
п=0 


е(2):= У`е,2" степенной ряд 
п=0 


вм) > ги / 


называемый обобщенным преобразованием Бореля этой функции. 
ТЕОРЕМА 4. Пусть ООД Р непрерывен в Н(С), ОЕС, е(2) является целой функцией 


экспоненциального типа. Оператор Ге С, расширяется до непрерывного в Н(С’) тогда и только 
тогда, когда выполнены условия: 


1) 14/22") -е, |! <; 


2) Штатах || [12 ](0)—=® баке | << , откуда следует аналитичность суммы ряда УР.) как 
п—> 0<{< е, п=0 ей 


функции двух переменных в некотором бикруге 0(0,=)х О(х,=) ; 


Р„(2) 


п+1 











3) Уп ЗМ =М(и)>п сумма ряда > 


„=0 ©, п 
ческую область С, хС’. При этом Г представим в виде оператора обобщенной комплексной 
свертки 


аналитически продолжается в бицилидиндри- 


[15 (е) = [50 ВДабдебо=) а. 
С 
Доказательство. > Так как оператор Г, непрерывен в Н(С), то по предыдущей теореме 


Ге()2) = ол, 2” хи" *](0)е,_хе,2 Ка" ](0)е,^/ хе, (^2)" = а(№е()2). 


п=0 = 


Уп М М) > п У). ЕС аб ытах 202) шах 20) «Стакебг) дек, 
2ЕСи 2ЕСп 2еСМ 





откуда целая функция а(/) имеет экспоненциальный тип, т.е. условие 1 имеет место. 


Рь(2) 
из 


2 
РИО =1[2*, то тах 
е, 2еСп 


Так как <Сшах 2\|= СЁА. 
М 


2еСм 











Отсюда, в частности, следует равномерная сходимость ряда хр. п в некотором 


7Н 
„=0 ©, ий 





бикруге 2(0,=)х О(о,=). Далее 
О ИО 


пах {/| [12° 1(0)е,_ хе, | в (Ш ва 2лг ея 


211 | 2пСВ!1 — а 
< тах тах | р, (#]| и < м" = Шитах #|[[2' (0) < —№ < 
0<1<А | 2еби Г, ыы Г, г п—>5о 0<1<& е, Г, 


Оператор Г, имеет такое интегральное представление [9]: 


уе, де) = | оз, 


Гм 


< 

















где ядро (1,2) — аналитическое в каждой области С, х Су. 


816 


Вестник ДГТУ, 2010. Т.10. №6(49) 














У А Ще т=} хе рые т, 


[м 0 
р, (2 


т.е. сумма ряда у =) аналитически продолжается в каждую область С, х Су. 


п=0 (и 





< Первое условие равносильно тому, что функция а(^.):= У [12"1(0)е,/^ является целой и экс- 


п=0 
поненциального типа. В силу р условия 
тах Ви (2) = тах Уи К ыы <Ср\В’ пах = (+ ОС(ОК, И 
2е0и е; 220 |0 














р», (2 


— 


Отсюда следует, что функция А((, 2) = — 


п=0 (и 


По третьему условию она аналитически продолжается в каждую область С, хСу,. 





аналитическая в области С, х (Е, оо). 


По теореме Кете определяемый функцией А(‚2) оператор [1.у1(=2)=—— = | УВК, 2) 
ПИ 
непрерывен в Н(С). 
Так как 





2.2) „ор = ) 
4%] (2) = — | ГК(,2)4 = =" М] (2 
| т [ (1,2) р т = [22 2), 
то Г, по определению расширяется до непрерывного оператора на а н@), коммутирующего с 
ООД В. Его представление очевидно. Теорема доказана. 
ЗАМЕЧАНИЕ 1. 
= 1 
При р имеем е(2)= —12 "=е’. Первое условие теоремы принимает вид 
2 п=0 И: 


Шт :/| [="] (0) <х и л равносильно тому, что характеристическая функция оператора 
по 


[2"](0 
а(^,) = у © К ), является целой экспоненциального типа. Из второго условия следует, что 
п=0 п! 


двойной ряд 





ее | со 
>: о оси! 





п=0 п=0 
абсолютно сходится в бикруге 0(0,=)х О(‹,=). тот можно менять порядок суммирования: 
— п! „(2 > 277 
КС, 2)= 2: = =, а =>. Ко и! т К)! - 
п=0 п=0 . 


ря (0) и д 
1—2 








12” (0 
а 2“ р. — 


КЕ 0 
где 4(г) - классическое о Бореля и и. | 
Оно аналитически продолжается до аналитической и многозначной функции в областях 
С,-С.. 


Более простой по форме критерий расширения оператора, коммутирующего с ООД, полу- 
чается для круговой области П(0,Ю):={2:| 2-0 |< В}, если воспользоваться критерием М.Г. Ха- 


планова [10]. 
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ЗАМЕЧАНИЕ 2. Пусть ООД Р непрерывен в Н(О(0,К)), К Е(0,°) , т.е. его порождающая 


функция 4(2) = а" аналитическая Ш0(0, 1). Оператор Ёе С, расширяется до непрерывного 
п=0 
в Н(О(0,К)) тогда и только тогда, когда коэффициенты его полиномов Бренке удовлетворяют 


условию: 





а 





п-К 


УМ’< К ты - тах |[12” "](0)е 
по |е„ | 0<А<и 
Следующая теорема дает описание класса непрерывных линейных операторов, коммути- 
рующих с оператором обобщенного дифференцирования Данкла. Доказательство сводится к на- 
хождению эквивалентных операторов, коммутирующих с оператором классического дифференци- 
рования, описание которых известно. 
ТЕОРЕМА 5. Пусть С -— односвязная центрально-симметричная область, ШП = Лав, 


ГЕ Сл, . Равносильны утверждения: 
1) Г расширяется до линейного непрерывного в Н(С) и коммутирует с обобщенным опе- 

ратором Данкла: СЛ, =Л.,С на Н(С). 

е [1.=" (0) 


НИНА 2. (+а+В).(и+а+(1"1В) 





^" является целой экспоненциального 


типа, и функция — 
Ре. [12] (ОК! 1 
а. ЕТ (—2)" 


аналитически продолжается в каждую область С, хС’, как функция двух переменных. 





Доказательство. Покажем сначала, что определенный на {2”} диагональный оператор 


_ а+а-+р)...(и + @ + (-1)”"В) , 
и п! } 
Для этого преобразуем его порождающую функцию. 


р расширяется до линейного непрерывного на всем Н(С). 


[*Р. В) 
аку ЕВ танси- В)" _ < 2 т р К 72к 
[= 
[95 *Р) [ев] 
2 к 2 ты 
[5 ы 2 > 
В: 
норе ВВ Рам 


2 252 
Аналогично для обратного диагонального оператора: 





+ 





++ 9 + ву 





_ © ВИК ПЕКИНЕ р НЕ 
ор ечасу В) еее [ев 
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у 1 
1+ +В 


М 


а, ыы. + 
2 2 2 


= 
И 





онев [нее5Р) 

2 Г 7. К 

Е в(3 ина В. 
1+а-+В 








—: 2 2 


Обобщенная гипергеометрическая функция Е (а ,...а Бы б 2) является решени- 


4+1 + 
ем уравнения типа Фукса с правильными особыми точками 0, 1, ® [11]. Она голоморфна в еди- 
ничном круге и аналитически продолжается по любому пути, не проходящему через точки ветв- 


ления 0, 1, ©, на бесконечнолистную риманову поверхность. Отсюда следует, что для любой од- 
о 2 
носвязной области С, О= С, функция Ри [де 2. быв = аналитически продолжается в 


каждую область С, хСу, п< М. 


Тогда В случае центрально-симметричной области (©. функция 
. . - Г 
га: 1-3, аналитически продолжается в соответствующие С, хС’,, и поэтому 


оба диагональных оператора ./,./`' непрерывны в Н(С) [11]. 
Л] является оператором преобразования дифференцирования Данкла Л,, в классиче- 


ское дифференцирование Е ‚Т.е, Ло Ав = ый ь 
Е ” 


Пусть теперь выполнено условие 1. Покажем, что оператор Г, :=.Л.Л" коммутирует с 
классическим дифференцированием: 
а а: ев ей 
ий [= А ий. а. 
Так как Ге” := ле“ )=/(Ье(2)) = [а@де(@2)]= але”, то эквивалентные опера- 


торы Г[,,Г имеют одну и ту же характеристическую функцию а(^.) = У [12"](0)е,\^ . Поэтому 
п=0 


утверждение 2 следует из замечания 1 к предыдущей теореме. 
Пусть теперь выполнено условие 2. По тому же замечанию и теореме Кете оператор ком- 


плексной свертки ке) =5— [де -2) непрерывен в Н(С). Непрерывный оператор 
т С 


ЛЧ,-Л коммутирует с А.з (доказательство аналогично вышеприведенному). Покажем, что он 


совпадает с Г, на {2"} , т.е. Г, расширяется до линейного непрерывного в Н(С). 


й @, = 


| к | 
= |= р, (2) = УИ ЕЕ = 
е п!) е, К! 


У” (ОА = 1". 
&=0 е 


п 


Теорема доказана. 
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Представление любого оператора свертки в виде дифференциальных операторов 
бесконечного порядка. Назовем вычетом множества С, по множеству С’ множество 
5((,Ц(.):={2ЕС:2+(СЦ(,}. 
Впервые такое множество рассматривалось в работе Ю.Ф. Коробейника [12]. В частности, 
вычетом множества С’ назовем множество 5(С):={2=еС:2+С6< 0}. 
Докажем основную формулу для вычета множеств: (С. —С')'=5(С',(,). 


(и-ау=иняес, 6, = |] (©. -2)=([Г (©,-2)}= 


2еС\ 2еС: 
= :1е [|] (С, -2}=41:\2е 0, 1+2е6}}={:1+4, С С,} =: 5(С,,(,). 
2ЕС1 
ТЕОРЕМА 6. Пусть С’ есть односвязная область в С . Равносильны утверждения: 
1) $(С)=0; 


[[2" (0) + 


2) характеристическая функция а(2) =. 2 каждого непрерывного линейного в 


к=0 п: 


а а в $ 
Н(С) оператора Г, т. является целой функцией экспоненциального типа ноль: 
2 7 


та $=”(0)| =0. 


Доказательство. 
< По определению 0е5(С). Пусть 2 =0, 2, е5(С(). Так как С+2< С, то оператор 


сдвига [Гу]:= у(2+2,) непрерывен в Н(С). Он, очевидно, коммутирует с оператором диффе- 


*“*^) и характеристическая функция а(^.) =е^^ 


ренцирования. Для этого оператора [1е”](0) =е 
не имеет минимальный тип. Это противоречит условию. 


—> Ядро оператора Г ^(,2) = А(#-2) голоморфно в каждой области С, хС’.. Отсюда 





\2е С, функция А(б) голоморфна в С" -2, и вообще \2еС 3М№(2) она голоморфна в 
С' 


(=) 2. Эта функция аналитически продолжается из точки = по лучам в главную звезду 


(относительно с) р. >Сб\...-2 [13, с.492]. 
Покажем, что У=>0 функция А(б) аналитически продолжается до голоморфной в облас- 
ти С\0(0, =) ‚ откуда и будет следовать ее голоморфность в С\{0}. Из открытого покрытия ком- 


пака С\0(0,=) множествами С\.-2, 2еС, выберем конечное  подпокрытие 


ее —2,) > С\ 2(0,=) . 
К=1 


Так как А(С) аналитически продолжается в каждую звезду О > 6" 


„‚ Эн) Ар, ТО`ОНа ана- 


литически продолжается до голоморфной функции в звезду [уз 5>С\2(0,=). 
К 


Теорема доказана. 

ЗАМЕЧАНИЕ 1. 

Нетрудно видеть, что вычет ограниченной односвязной области С’ равен нулю. Для этого 
случая было доказано [3, 4] утверждение 2 теоремы. Для неограниченной выпуклой области С 
5(() *0. 
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ЗАМЕЧАНИЕ 2. 
В случае 5(С) =0 


= УбАа- = т. т И У, «2, 


п=0 

причем ряд равномерно сходится внутри С’. Отсюда и из теоремы 4 [12] непосредственно следу- 
ет такой критерий. Для того чтобы для односвязной области С’ каждый линейный непрерывный 
в Н(С’) оператор Г, коммутирующий с оператором дифференцирования, был представим в виде 
дифференциального оператора бесконечного порядка с постоянными коэффициентами, необхо- 
димо и достаточно, чтобы 5(С)=0. 

ЗАМЕЧАНИЕ 3. 

В предыдущей теореме для центрально-симметричной односвязной области С’ показано, 
что каждый линейный непрерывный в Н(С) оператор, коммутирующий с обобщенным диффе- 


ренцированием Данкла Л. , эквивалентен оператору, коммутирующему с классическим диффе- 


а,В! 


ренцированием. Так как для обобщенной и. п-го порядка 
Абу = (Л Л. в ли, 


то в случае 5(С’) =0 такой оператор представим в виде дифференциального оператора беско- 
нечного порядка относительно обобщенного оператора Данкла: 


Ге) ==" ле) = 


< [1=* ©) А). 
С И-+о+В)..(а+а+(С 0" В)” 
Гиперцикличность и хаотичность операторов обобщенной свертки. Мы показали [5], что 
операторы обобщенной комплексной свертки, порождаемые оператором дифференцирования 
Данкла, являются хаотическими и гиперциклическими. Воспользуемся приведенным там условием 
гиперцикличности в пространстве Фреше, чтобы доказать это свойство для операторов из теоре- 
мы 4. 





Для непостоянной характеристической функции а(/^) множества А:={2:|а(2)< 1, 
В:={2:|а(2)|> П открыты в С. 

Подпространства У :=5рап{е” :.е А}, И :=5ран{е” : ле В} плотны в Н(С). Пусть, на- 
пример, {^,} > №, Л.Л, Е А. Фиксируем произвольный непрерывный функционал на Н(С). Он 


задается функцией У(1) Е Н(С”), У(® = о ‚ по правилу (уу = )= [око р 
т 


Покажем, что из равенств (>(.0,У@))=0, К=1, 2, ..., следует У(г) =0, откуда по тео- 
реме Банаха Г плотно в Н(С). 
Функция у(^.):= (е(04),У (1), = У, у,е„^” является целой функцией экспоненциального типа, 
п=0 
так как такова е(/,). Поскольку по условию У(^,)=0, А =1, 2, ..., то по теореме единственности 
У(Л) =0, а значит и У(#) =0. 
Аналогично доказывается плотность 7. 
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Последовательность отображений {[”} поточечно сходится к нулю на Г, так как 


у [бабу =У` аа" (^.,)е()..2) равномерно стремится к нулю внутри С. 
1= 


11 





Аналогично, для отображения 5(е(^2)):= > е(^.2), ле В , расширенного по линейности 
а 


на все И’ , последовательность {5”} поточечно сходится к нулю. Наконец, композиция [5 явля- 
ется тождественным отображением на И’: 
т т 1 т 
[$ У‘а.е(д.2) =Ё У а, ——е(%.2) =У`а,е(%.,2). 
1 2  а(^,) ри 
Это и доказывает гиперцикличность оператора обобщенной свертки. 
Каждая гиперциклическая функция / преобразования Г порождает плотное в Н(С) 


многообразие гиперциклических функций (гиперциклическое многообразие) {РСБУ Г): Р- 
многочлен} в Н(С). 

Докажем хаотичность, т.е. плотность в Н(С’) множества периодических элементов опера- 
тора Г. Имеем импликацию 


[["е” (2) -е”= =(а"()-Пе“ =0 => оду, пЕМ {=0,...,(и-1). 
И 





В силу открытости отображения а()) множество Л= {%.: Зи=М, К<(п-1) 


а(^.) = ехр {211/п}} имеет предельную конечную точку. 


Рассуждая как и выше и используя теорему единственности, получаем плотность подпро- 
странства периодических функций 5рап{е(/2): Ле Л} в Н(С), т.е. оператор Г, - хаотический. 


Нами доказана 
ТЕОРЕМА 7. Пусть оператор обобщенной комплексной свертки Г, удовлетворяет теореме 4 
и не является скалярно кратным тождественному преобразование пространства Н(С). Тогда Г 


имеет инвариантное относительно Л„ гиперциклическое многообразие, которое плотно в Н(С). 
[, является также хаотическим оператором. 
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